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江湖传说……

▪量子速读法名震江湖，若掌握了它

▪那么 3秒钟即可学会向量空间理论

▪更要紧的是，欲练此功，不必自宫

▪秘诀很简单：抓住子空间的塌缩性

▪用几何直观来把握线性关系的内涵

▪数形结合百般好，量子塌缩见分晓



几何的主角是空间

▪向量空间是容纳向量加法和数乘两种运算的平台

▪对于大空间包含小空间，后者即为前者的子空间

▪一个零向量就是一个子空间，直觉上它是零维的

▪一个非零向量不是子空间，对加法和数乘不封闭

▪怎样才能够封闭？把它的所有数乘都放进来即可

▪所以一个非零向量𝛼恰好确定一条含有 𝑂的直线

▪它是包含𝛼的最小子空间，称作 𝛼张成的子空间



向量组张成的子空间
▪包含两个向量𝛼和𝛽的最小子空间记作⟨𝛼, 𝛽⟩，它是怎么样的呢？

▪由于⟨𝛼, 𝛽⟩对数乘封闭，所以它包含所有𝑘1𝛼和𝑘2𝛽， 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝔽

▪由于⟨𝛼, 𝛽⟩对加法封闭，所以它包含所有𝑘1𝛼 + 𝑘2𝛽，𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝔽

▪形如𝑘1𝛼 + 𝑘2𝛽的向量就称为𝛼, 𝛽的线性组合，其全体是子空间

▪所以⟨𝛼, 𝛽⟩就是𝛼, 𝛽的全体线性组合，称为由 𝛼, 𝛽张成的子空间

▪它要么是 𝑂 ，要么是一条直线，要么是一个平面，再无其它

▪如果 ⟨𝛼, 𝛽⟩是平面，直觉上，两个向量张出二维，未发生塌缩

▪显然以上讨论可以推广到任意有限多个向量（张成的子空间）



• 给定一组向量𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠，令

𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 = { 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑠𝛼𝑠 | 𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑠 ∈ 𝔽} ,

称为由𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠张成的子空间； 它是包含𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠的最小子空间.

• 我们关心 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 是否存在塌缩：

{𝑂} ⊂ 𝛼1 ⊂ 𝛼1, 𝛼2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 ?

其中⊂代表“真包含于”，不能相等；如上一串子空间称为一个完备旗.

• 若 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 存在塌缩，找到首次发生塌缩的位置，即设 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑡

尚未塌缩，但 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑡 = 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑡 , 𝛼𝑡+1 ；即𝛼𝑡+1导致塌缩了.

• 这意味着𝛼𝑡+1 ∈ 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑡 ，也即𝛼𝑡+1形如𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑡𝛼𝑡，

称𝛼𝑡+1可被𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑡线性表出；此时必有不全为零的数𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑠使得

𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑠𝛼𝑠 = 𝑂.



线性相关性=空间塌缩性
▪ 若 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 不存在塌缩，就称向量组𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠线性无关，否则称它们线性相关.

• 从前面的讨论容易看出，线性相关就是说存在不全为零的一组数𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑠使得

𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑠𝛼𝑠 = 𝑂.

▪ 若部分组线性相关，则整体组线性相关；若整体组线性无关，则部分组线性无关.

▪ 对𝑊 = 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 ，在{𝑂} ⊆ 𝛼1 ⊆ 𝛼1, 𝛼2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 中挑出⊂的部分，

删掉塌缩的向量，就得到了一个旗 𝑂 ⊂ 𝛼𝑖1 ⊂ 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , ⋯ , 𝛼𝑖𝑟 = 𝑊.

▪ 这个旗的长度𝑟就是我们直觉中𝑊的维数dim𝑊；问题是𝑊也可能由另一组向量张成，

即𝑊 = ⟨𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑡⟩，而由𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑡导出的旗长度也为𝑟吗？ 我们要论证确实如此！



所有完备旗都等长
▪ 对子空间𝑊，我们无非想证明它的任何两个完备旗长度相等；因此先把最短的完备旗长

作为dim𝑊，这是完全由𝑊决定的量. 我们先来证明 dim遵从严格的单调性：

设𝑉是𝑊的真子空间，则dim𝑉 < dim𝑊.

▪ 证明：设 𝑂 ⊂ 𝑊1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑊𝑠 = 𝑊是𝑊的一个最短完备旗，考虑如下子空间串

𝑂 ⊆ 𝑊1 ∩ 𝑉 ⊆ ⋯ ⊆ 𝑊𝑠 ∩ 𝑉 = 𝑉

中真包含（不等）部分. 例如设𝑊𝑖 ∩ 𝑉 ⊂ 𝑊𝑖+1 ∩ 𝑉，任取𝛽 ∈ 𝑊𝑖+1 ∩ 𝑉使𝛽 ∉ 𝑊𝑖 ∩ 𝑉，

则不难证明𝑊𝑖 + 𝛽 = 𝑊𝑖+1. （提示：据完备旗的定义，有某𝛾使𝑊𝑖 + 𝛾 = 𝑊𝑖+1）

▪ 进而易证𝑊𝑖 ∩ 𝑉 + 𝛽 = 𝑊𝑖+1 ∩ 𝑉，于是𝑉有长度≤ 𝑠的完备旗，即得dim𝑉 ≤ dim𝑊.

▪ 若等号成立，则以上子空间串中皆为真包含关系，于是依次可得 𝑊1 ⊆ 𝑉, 𝑊2 ⊆ 𝑉,⋯

竟有𝑊𝑠 ⊆ 𝑉 ⊂ 𝑊，产生矛盾；故只能是dim𝑉 < dim𝑊.

▪ 现对任何完备旗 𝑊𝑖 𝑖=1
𝑡 ，由0 < dim𝑊1 < ⋯ < dim𝑊𝑡立见𝑡 ≤ dim𝑊 ≤ 𝑡；众旗同长.



倚天既出，谁与争锋

▪ 子空间的维数这一直观概念得到了严格而精确的定义，剩下皆细枝末节，可以量子速读.

▪ 对于𝑊的任一完备旗{𝑂} ⊂ 𝛼1 ⊂ 𝛼1, 𝛼2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑟 = 𝑊，称𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑟

为𝑊的一个基. 其实一个向量组𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑟是𝑊的基当且仅当它线性无关且能张成𝑊.

▪ 任给一组向量𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠，从中挑出一部分线性无关的向量𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , ⋯ , 𝛼𝑖𝑟使其能线性

表出每个𝛼𝑖，即 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , ⋯ , 𝛼𝑖𝑟 = ⟨𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠⟩，则称𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , ⋯ , 𝛼𝑖𝑟为𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠的

一个极大（线性）无关组，并称𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠的秩为𝑟，实际上 𝑟 = dim ⟨𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠⟩.

▪ 秩遵从严格单调性：若 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑠 ⊂ ⟨𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑡⟩，则 rank 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑠 < rank 𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑡 .



小试牛刀

▪假设所考虑的向量都是列向量，即都在列向量空间𝔽𝑛中. 任给一组向量

𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑠 ∈ 𝔽𝑛，将其按顺序排成一个矩阵 𝐴 = 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑠 .

▪对𝐴做初等行变换，不会改变其列向量之间的任何线性关系. 比方说：

▪若𝛼3 = 𝛼1 − 3𝛼2，则行变换后第三列依然等于第一列减去3倍第二列.

▪考虑子空间串 𝑂 ⊆ 𝛼1 ⊆ 𝛼1, 𝛼2 ⊆ ⋯ ⊆ 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑠 ，它的维数序列

是不随初等行变换而变的；而𝐴的行最简阶梯形之外观（阶梯样式）完全

由维数序列决定，即外观唯一；当外观确定，列向量之间的线性关系也

随之确定. 故𝐴的行最简阶梯形在初等行变换之下是唯一确定的.



结束语

▪有经验的朋友一定已经看出，这里的处理方式非常内蕴和整体，很

方便推广到模论中去

▪线性代数≅线性几何；代数是语法，几何是语义；数形结合百般好

感谢倾听，请多指教



一键建课，共享资源

在超星（学习通）平台

https://www.xueyinonline.com/detail/226138859
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